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e Czas na zadawanie pytan: pierwsze 30 minut.

e Odpowiedz bez uzasadnienia nie jest rozwigzaniem. Im wiecej komentarzy, tym lepiej.

e Czas pracy to 120 minut. Powodzenia!

1. Sumy Fibonacciego

Liczby Fibonacciego sa zdefiniowane w nastepujacy
sposob:

FF=FK=1 1 F,=F, 1+ F,_odlan>2.

Wyznacz najmniejsza liczbe catkowita N tak, aby
suma dowolnych N kolejnych liczb Fibonacciego byta
podzielna przez 3.

2. Gra w stemple I1

W grze w stemple gracz na kwadratowej planszy 9 x 9
podzielonej na kwadraty 3 x 3 (patrz rysunek) odciska
po kolei wybrane przez siebie pieczatki przedstawione
na rysunku (widaé¢ ksztalt, jaki pieczatka zostawia na
planszy). Pieczatke mozna postawié¢ tylko na samych
niezamalowanych wczesniej polach i cata pieczatka
musi miesci¢ sie na planszy, kazdej pieczatki mozna
uzy¢ dowolnie wiele razy. Pieczatki mozna obracad.
W momencie zapelnienia ktoregokolwiek obszaru —
wiersza, kolumny lub jednego z 9 kwadatéw zazna-
czonych na rysunku — gra sie konczy, a wynik gracza
stanowi liczba jednocze$nie zapelnionych obszaréw.
Jaki najwyzszy wynik mozna uzyskaé w tej grze?
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3. Sigmy i delulu

Na pewnej platformie spolecznosciowej dyskusje pro-
wadzg wylacznie sigmy, ktorzy zawsze mdéwiag prawde
i delulu, ktérzy zawsze ktamig. Do czatu z dwoma
uzytkownikami tej platformy dotacza Logik. Logik
pyta jednego z nich: ,,Czy ktérys z was jest sigma?”.
Ten odpowiada i Logik natychmiast stwierdza, ja-
ka jest prawdziwa odpowiedz na jego pytanie. Kim
jest uzytkownik zapytany przez Logika, a kim jego
znajomy?

4. Czarno-biale wieze

Koalatko ma osiem krazkow z dziurka w srodku:
cztery biale o promieniach 1, 2, 3 i 4 oraz cztery
czarne rOwniez o promieniach 1, 2, 3 i 4. Koalatko
ma tez do dyspozycji trzy paliki, na ktérych moze
uktadaé¢ krazki. Na poczatku krazki ulozone sg na
paliku pierwszym kolorami na przemian tak, jak jest
to pokazane na ponizszym rysunku:
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Koalatko chcialoby poprzekladaé krazki tak, aby
utworzyly one dwie jednokolorowe wieze (biala na
pierwszym, a czarng na drugim paliku) zgodnie z
ponizszym rysunkiem:

.

Koalatko moze przektadaé¢ krazki miedzy palikami
zgodnie z nastepujacymi zasadami:

(a) W kazdym ruchu koalatko moze przelozyé
tylko jeden krazek z jednego palika na inny.

(b) Nigdy nie mozna polozyé¢ wiekszego krazka
na mniejszy krazek (ale mozna potozy¢ jeden
na drugim dwa krazki o tych samych rozmia-
rach).

(c¢) Koalatko zawsze przeklada krazek ze szczytu
jednego palika na szczyt innego palika.

Jaka jest najmniejsza liczba ruchéw, ktéra pozwoli
koalgtku utozy¢ dwie jednokolorowe wieze? Opiszcie,
jak koalatko moze to zrobié.

5. Kolorowy ostrostup

Wszystkie krawedzie boczne i wszystkie przekatne
podstawy pewnego ostrostupa dziewigciokatnego po-
malowano na biato albo czarno. Udowodnij, ze pewne
trzy wierzchotki tego ostrostupa wyznaczaja trojkat
o bokach jednego koloru.



6. Kolorowanie kraty

Punktem kratowym nazywamy punkt na ptaszczyz-
nie, ktérego obie wspdlrzedne sa catkowite. Chcemy
pokolorowaé wszystkie punkty kratowe na plaszczyz-
nie w taki sposob, aby:

e dla kazdej pary liczb catkowitych z, y kazdy z
punktéw (z,y), (x+1,y), (z,y+1), (z+1,y+1)
miatl inny kolor,

e dla kazdej pary liczb catkowitych x,y kazdy
z punktéw (z,y), (z + 2025,y), (x,y + 2025),
(x 4 2025,y + 2025) mial ten sam kolor.

Zmnajdzcie takie kolorowanie punktéw kratowych na
plaszczyznie, aby byly spelnione obie powyzsze wila-
snosci, ktére uzywa najmniejszej mozliwej liczby ko-
loréw. Uzasadnijcie, ze to kolorowanie jest poprawne
i ze nie mozna uzy¢ mniejszej liczby koloréw.

7. Kafelki II

Uktadamy na podtodze wzor z kafelkéw o wymiarach
3 X 1, przestrzegajac nastepujacych regul:

(1) Wszystkie kafelki ukladamy poziomo.

(2) Kafelki w pierwszym rzedzie tworza ciagla
lini¢ tzn. nie ma pomiedzy nimi ”dziur”.

(3) Kazdy kafelek z rzedu innego niz pierwszy
jest utozony w taki sposéb, ze ma on wspdl-
ny brzeg o dodatniej dlugosci z przynajmniej
jednym kafelkiem z poprzedniego rzedu.

(4) Jesli rozpatrzymy dowolne dwa kafelki z sa-
siednich rzedéw, to dlugosé ich wspdlnego
brzegu musi byé¢ jedna z liczb ze zbioru
{0,1,2}.

Ustalcie, ile r6znych wzoréw mozemy utozy¢, jesli
mamy do dyspozycji

a) 4 kafelki;
b) 5 kafelkéw.

Przyktad: Na ponizszych rysunkach znajdziecie przyktady
wzoréw. Rysunki z pierwszego wiersza nie spelniaja regut
podanych w zadaniu (na lewym zlamano reguly nr 1 i
2, a na prawym reguly nr 3 i dwukrotnie 4), a w wierszu
drugim przedstawiono rysunki dwéch réznych, poprawnych
wzoréw. Na rysunkach przerywanymi liniami zaznaczono
podzial kafelkéw na kwadraty o boku 1.
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8. Ciekawe ciagi

Zmajdz wszystkie ciagi skladajace sie z dwéch lub
wiecej kolejnych liczb naturalnych, ktérych suma
wyrazow jest réwna 2024.

9. 12 zapatek

Uzyj 12 zapatek dtugoéci 1 do skonstruowania wielo-
kata wypuktego o polu 4. Trzeba wykorzystaé wszyst-
kie zapalki i cata dtugoéc¢ kazdej z zapalek ma nalezeé
do obwodu wielokata. Zapatek nie wolno tamaé.

10. Szyfrogram Jasia Fasoli

Jas Fasola wypisatl litery od A do I (9 liter), a kazde;
z nich przypisal dwie liczby ze zbioru {1,2,...,9}.
Mogto sie zdarzy¢, ze jaka$ liczba zostala przypisana
roznym literom. Stworzyt w ten sposob szyfrogram i
uzyl do zakodowania ciagu 20 wyrazéw: W kazdym
wyrazie kazda litere zastapil jedna z przypisanech
jej liczb. Ku wielkiej radosci Jasia udato mu sig¢ to
zrobi¢ tak, ze kazda z 20 liczb, jakie powstaly, miata
cyfry ustawione w porzadku rosngcym, w dodatku
rosnacym zawsze o 1. Ponizej podajemy wszystkie 20
wyrazéw, ktore Jas zaszyfrowal. Wyznacz wszystkie
szyfrogramy, dzieki ktérym opisany wynik szyfrowa-
nia byl mozliwy.
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Przykladowo, jedli fragment szyfrogramu Jasia wygladatby
tak: A 3,4 ; B 2,3 ; C 1,2; a do zaszyfrowania bylby wyraz
CBA, to po zaszyfrowaniu u Jasia mogta powstaé liczba
123 lub 234. Liczba 134 bytaby wykluczona, bo cyfry nie
rosna o 1, za$ liczba 133 (i jeszcze 4 inne) wprawdzie od-
powiadataby wyrazowi CBA, ale jej cyfry nie tworza ciagu
rosnacego.



