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e Czas na zadawanie pytan: pierwsze 30 minut.

e Odpowiedz bez uzasadnienia nie jest rozwigzaniem.

e Czas pracy to 120 minut. Powodzenia!

1. Transylwania

W Transylwanii mieszkaja tylko ludzie i wampiry
(nie rézniace si¢ wygladem od ludzi). Ludzie tamtej-
si zawsze moéwia prawde, a wampiry zawsze klamig.
Czes¢ ludzi oraz czes¢ wampiréw jest obtakana i sg
przekonani, ze wszystkie zdania zdania falszywe sa
prawdziwe, a wszystkie zdania prawdziwe sa falszy-
we. Na przyktad na pytanie ,,Czy 24+2=47" zdrowy
czlowiek odpowie ,tak”, cztowiek oblakany ,nie” (bo
jest przekonany, ze taka jest prawda), zdrowy wampir
— ,nie” (bo sktamie), oblakany wampir — ,tak” (bo
my$li, ze jest inaczej, ale tego nie powie).

Pewien turysta spotkal na szlaku trzech Transylwan-
czykéw, ktorzy dobrze sie nawzajem znaja. Kazdy
z nich powiedzial mu co$ o ich tréjce:

o Pierwszy Transylwanczyk: Wszyscy jestesmy ludz-
mi.

e Drugi Transylwanczyk: Doktadnie jeden z nas jest
cztowiekiem. Ktos z nas jest zdrowy.

e Trzeci Transylwanczyk: Dokladnie jeden z nas jest
cztowiekiem. Ktos z nas jest oblgkany.

Kim sa rozmoéwcy turysty (tzn. czy sa ludZmi, czy
wampirami i czy sa zdrowi, czy oblakani)? Podajcie
wszystkie mozliwosci.

2. Podréz przez pustynie

Na jednym z krancow pustyni stoi ciezaréwka z pu-
stym bakiem oraz znajduje sie tam stacja benzynowa
Zrédelko z nieograniczong iloscia paliwa. Ciezaréw-
ka tankuje do baku paliwo, a pelny bak starcza jej
do przejechania 500 km. Ciezaréwka moze przewo-
zi¢ paliwo wytacznie w baku. W dowolnym miejscu
na pustyni kierowca ciezarowki moze urzadzié¢ stacje
benzynowa, czyli zostawi¢ tam cze$¢ paliwa, ktore
potem moze zatankowad.

Ile najmniej wizyt (lacznie z poczatkowa) na stacji
Zrédetko potrzebuje kierowca, zeby przejechaé przez
cala pustynie po prostej drodze, do oddalonej o 750
km stacji koncowej?

Przyjmujemy, ze ciezaréwka przez caly czas jazdy ma stale
spalanie (niezalezne od predkosci, uksztaltowania terenu
oraz innych czynnikéw).

3. Wesele

Na weselu Lucjana i Jadwigi nie moglto zabraknaé
zabaw! Przed Lucjanem ustawiono 20 kubeczkéw,
kazdy z nich tworzyl osobny, malenki stos. W kaz-
dym kubeczku Jadwiga schowala zeton o wartosci
1 — tak na dobry poczatek gry. Zasady byly proste.
Lucjan miat wykonaé¢ 19 ruchéw. W kazdym ruchu
wybieral dwa dowolne stosy, zbieral z nich wszystkie
zetony, a kubeczki laczyt w jeden nowy stos. Gdy tyl-
ko to zrobil, Jadwiga — czuwajaca nad gra — wktadala
do nowo powstaltego stosu dodatkowy zeton, ktérego
warto$é¢ byla réwna kwadratowi liczby kubeczkéw w
tym stosie. Kiedy wszystkie kubeczki potaczyly sie w
jeden wielki stos, gra dobiegta konica, a Jadwiga przy-
niosta tyle cukierkéw, ile wynosita taczna wartosé 38
zetonéw zebranych przez Lucjana. Jadwiga, chcac
uniknaé¢ wpadki, wczesniej zaopatrzyla sie¢ w zapas
stodyczy. Jaka najmniejsza liczbe cukierkéw mogta
ona przygotowaé, aby mie¢ pewnos¢, ze wystarczy
ich na calg te weselna zabawe?

4. Klocki szeScienne

Koala ma 207 klockéw ponumerowanych liczbami
naturalnymi od 1 do 207. Chce ulozyé je wszystkie w
rzedzie w taki sposob, zeby suma liczb na dowolnych
dwoch sasiednich klockach byta szeScianem pewnej
liczby naturalnej. Przyktadowo, w takim rzedzie mo-
glyby pojawié sie kolejno klocki oznaczone liczbami
6, 2,25 (bo 6 +2 =231 2+ 25 = 33), ale sasiadami
w takim rzedzie nie moglyby by¢ klocki o numerach
3 i 4. Czy koala moze osiagnaé¢ swoj cel?

5. Punkty w kole

Na plaszczyznie dane jest koto o promieniu 1. Wy-
brano 88 réznych punktéw nalezacych do tego kota.
Wykazcie, ze istnieje koto o promieniu %, zawierajace
przynajmniej 13 ze wspomnianych punktow.

6. Ladne o$émiokaty II

Oémiokat wypukty na plaszczyznie nazwiemy tad-
nym, jesli wszystkie jego katy maja taks sama miare,
wszystkie wspolrzedne jego wierzchotkéw sa liczba-
mi naturalnymi, jego pole jest liczbg naturalna oraz
przynajmniej jeden bok jest réwnoleglty do ktorejs osi
uktadu wspoétrzednych. Udowodnijcie, ze dla kazdej
liczby naturalnej k > 13 istnieje tadny osmiokat o
polu k.



7. Drzewo binarne

Mamy drzewo binarne T wysokosci 3, o 15 wierz-
chotkach, czyli graf, ktérego przyktadowy rysunek
widzimy ponizej.

Oznaczmy przez g(u,v) grafowa odleglo$¢ miedzy
wierzchotkami u oraz v na drzewie, to znaczy liczbe
krawedzi na Sciezce z u do v. Na drzewie T' najmniej-
sza odleglo$¢ miedzy réznymi wierzchotkami wynosi
1, a najwieksza jest réwna 6.

Zat6zmy, ze drzewo narysowano na plaszczyznie w ta-
ki sposéb, ze kazdemu wierzchotkowi odpowiada
punkt na plaszczyznie (réznym wierzchotkom — réz-
ne punkty), a kazdej krawedzi odpowiada na plasz-
czyznie odcinek dtugosci 1. Przez d(u,v) oznaczmy
odlegto$¢ na plaszczyznie miedzy punktami odpowia-
dajacymi wierzchotkom w i v. Znieksztatceniem dla
danego rysunku nazywamy liczbe

g(u,v)

max{ d(uo) * W ¥ 83 rOzNymi wierzchotkami drzewa}.

Znajdzcie rysunek drzewa T o jak najmniejszym znie-
ksztatceniu. Im mniejsze znieksztalcenie, tym lepiej —
nie musi by¢ najmniejsze mozliwe. Dla znalezionego
rysunku wyznaczcie znieksztalcenie.

Gdyby drzewo binarne miato wysoko$¢ 2 i narysowane by-
to jak ponizej, to znieksztalcenie dla tego rysunku bytoby
réwne 2.

8. Czerwone i czarne

Rozwazmy taka gre na planszy 3000 x 3000. Pierwszy
gracz w kazdej rundzie stawia dwa czerwone pionki,
po jednym na dwdch niezajetych polach, zas dru-
gi stawia jeden czarny pionek na niezajetym polu.
Pierwszy gracz chce uzyska¢ serig 10 czerwonych
pionkéw stojacych obok siebie w linii poziomej, zas
celem drugiego jest jedynie przeszkodzi¢ pierwszemu.
W tej grze nie moze by¢ zatem remisu: jesli powstanie
seria 10 czerwonych pionkéw w poziomie, to wygrywa
pierwszy gracz; jesli nie powstanie — wygrywa drugi.
Kto ma strategie wygrywajaca?

Przez strategie wygrywajaca rozumiemy sposéb gry gwa-
rantujacy wygrana, niezaleznie od tego, czy przeciwnik
robi btedy, czy nie.

9. Tréjkaty

Na ptlaszczyznie dany jest zbiér A sktadajacy sie z 10
punktéw. Dokladnie 5 z nich lezy na pewnej prostej
i zadna inna prosta nie zawiera wiecej niz dwa punk-
ty z A. Ile mozna utworzy¢ tréjkatow o wszystkich
trzech wierzchotkach nalezacych do zbioru A?

10. Niebieska epidemia II

W  Koalowie wybuchla epidemia  choroby
caeruleus-13, w wyniku ktoérej futro zarazonych
koali staje sie niebieskie. Pomimo epidemii koale
wciaz chetnie odwiedzaja sie wzajemnie, wiec co-
dziennie kazdy chory koala zaraza wszystkich swoich
znajomych. Mi$ koala staje sie chory nazajutrz po
kontakcie z zarazonym znajomym i nigdy nie zdro-
wieje.

W Koalowie zyje n? koali (n > 6). Na ponizszym ry-
sunku schematycznie przedstawiono sie¢ znajomosci
koali z Koalowa, ktéra ma ksztalt kraty o wymia-
rach n x n. Kazda kropka przedstawia jednego koale
z Koalowa, a linia miedzy dwiema kropkami oznacza,
ze koale odpowiadajace kropkom sg znajomymi. Ja-
sna kropka oznacza misia koale, ktéry jako pierwszy
zachorowal na caeruleus-13.
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Doktor wombat w tym samym dniu, w ktérym za-
chorowal pierwszy koala, opracowal szczepionke, ale
moze wyprodukowaé tylko jedng dawke dziennie. Po
podaniu szczepionki koala staje sie bezterminowo
odporny na zachorowanie na caeruleus-13, nie bedzie
tez nikogo zaraza¢. Aby szczepionka zadzialala, nale-
zy ja podaé zanim koala zachoruje. Natomiast mozna
ja podaé (skutecznie) tego samego dnia, w ktérym
koale odwiedzi inny zarazony koala. Przyktadowo,
pierwszego dnia pierwszy chory koala odwiedza swo-
ich trzech znajomych. Wombat moze ocali¢ jednego
z nich, podajac mu swoja pierwsza szczepionke. Na-
tomiast podanie szczepionki pierwszemu zarazonemu
misiowi koala nic nie da (w szczegdlnosci nie zablo-
kuje rozszerzania sie choroby). Ile maksymalnie koali
z Koalowa doktor wombat moze ocali¢ od zachorowa-
nia? Nie zapomnijcie o uzasadnieniu, ze wiecej koali
nie mozna ocalié.
Punkty czesciowe w tym zadaniu mozna uzyskaé takze

za poprawne, ale nieoptymalne oszacowania maksymalnej
mozliwej liczby koali ocalonych od zachorowania. 2



