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1. Zadań jest 8.
2. Czas na zadawanie pytań: pierwsze 30 minut.
3. Rozwiązanie każdego zadania prosimy zapisać w języku polskim, na innej kartce.
4. Każdą kartkę rozwiązania prosimy podpisać nazwą drużyny.
5. Odpowiedź bez uzasadnienia nie jest rozwiązaniem. Im więcej komentarzy, tym lepiej.
6. Za rozwiązanie każdego zadania można otrzymać od 0 do 10 punktów.
7. Czas pracy to 120 minut.

1. Plus – minus II
W każde pole tabliczki o 2021 wierszach i 2021 kolumnach miś koala wpisał albo −1, albo 1, w taki sposób,
że suma wszystkich wpisanych liczb jest równa 1. Następnie miś wyznaczył sumy liczb dla każdego wiersza
(począwszy od góry) i dla każdej kolumny (począwszy od lewej) i zapisał te 4042 liczby w ciągu, jedna za
drugą. Tak powstały ciąg nazwał ciągiem koali. Potem tworzył inne ciągi koali, wpisując do pól tabliczki
inne układy −1 i 1, które w sumie dają 1. Ile najwięcej w ciągu koali może być liczb ujemnych?

2. Bellini, Cellini i synowie
W warsztacie Bellinich i Cellinich, wytwarzającym szkatułki pracuje Bellini z synem i Cellini z synem.
Twórcą każdej szkatułki jest tylko jedna osoba. Zgodnie z tradycją Bellini i jego syn na swoich szkatułkach
umieszczają napisy prawdziwe, a Cellini i jego syn – fałszywe.
Logik oglądał w muzeum dwie szkatułki, złotą i srebrną, z warsztatu Bellinich i Cellinich. Wiadomo, że:

(i) Po przeczytaniu napisu na jednej z nich nie mógł stwierdzić, czy któraś ze szkatułek jest dziełem
Belliniego, ojca.

(ii) Przeczytawszy napis na drugiej, zauważył, że jest on identyczny jak na pierwszej i teraz może z całą
pewnością stwierdzić, że obie szkatułki są dziełem Belliniego, ojca.

Jaki mógł być napis na szkatułkach? Podajcie przykładowy i, oczywiście, dokładnie uzasadnijcie swoją
odpowiedź.

3. Łańcuchy
Dany jest ciąg liczbowy. Nazwijmy łańcuchem podciąg złożony z kilku (przynajmniej jednego) kolejnych
wyrazów tego ciagu. Mówimy, że łańcuch jest trójkowy, gdy suma jego wyrazów jest wielokrotnością liczby 3.
Znajdźcie najdłuższy z możliwych łańcuch trójkowy dla ciągu liczb:
(12, 2, 74, 67, 39, 74, 16, 38, 3, 57, 71, 61, 33, 84, 47, 44, 62, 42, 47, 78, 15, 4, 44, 31, 26, 65, 78, 3, 25, 58, 89,
63, 51, 52, 92, 63, 79, 86, 8, 13, 95, 32, 60, 54, 56, 67, 26, 35, 65, 46, 47, 86, 53, 67, 10, 22, 20, 16, 98, 45, 42).
Nie zapomnijcie uzasadnić, że nie ma łańcucha trójkowego o większej liczbie wyrazów.
Przykład. Dla ciągu (7, 6, 8, 3, 10, 12, 14, 8) przykładami łańcuchów są podciągi: (7, 6, 8, 3, 10, 12, 14), (12, 14, 8),
(6, 8, 3, 10, 12). Łatwo sprawdzić, że drugi z nich nie jest łańcuchem trójkowym, zaś pierwszy z tych łańcuchów
jest najdłuższym łańcuchem trójkowym.

4. Znikające karty
Magik ma na stole stos kart złożony z 2n kart o n różnych wartościach, przy czym
każda wartość występuje dokładnie dwa razy. Nie wiemy, w jakiej kolejności są
ułożone te karty. Magik rzucił na stos czar, dzięki któremu co minutę pierwsza karta
ze stosu zaczyna lewitować. Ponadto, jeśli w powietrzu znajdą się dwie karty o tej
samej wartości, to po kilku sekundach obie te karty znikają. Na ile sposobów magik
mógł uporządkować na początku stos kart, tak by na pokazie ani razu w powietrzu
nie znalazły się więcej niż trzy karty jednocześnie?
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5. Domowe zoo II
Piekielny Piotruś chce założyć w domu małe zoo i wybiera się dzisiaj do sklepu zoologicznego, aby kupić
zwierzątka. Jeszcze nie wie, ile ich kupi, ani jakie będą ich gatunki. Przygotował już jednak cztery klatki w
różnych kolorach: czerwoną, niebieską, zieloną i żółtą. Każda klatka może pomieścić dowolną liczbę zwierząt,
ale może też zostać pusta. Możliwe, że część zwierząt wybranych przez Piotrusia będzie żywić się innymi
zwierzętami w jego hodowli – wtedy takie zwierzęta będą musiały trafić do osobnych klatek. Piotruś lubi
różnorodność, więc chce tak wybrać zwierzęta, aby istniało dokładnie 100 sposobów dobrego rozmieszczenia
ich w klatkach (czyli tak, aby w żadnej klatce nie było pary zwierząt, z których jedno zjada drugie.) Czy
Piotruś może to zrobić?

• Jeśli uważacie, że nie jest to możliwe, uzasadnijcie, dlaczego tak sądzicie.
• Jeśli uważacie, że jest to możliwe, to podajcie przykład grupy zwierzątek, jakie Piotruś mógłby kupić. Określcie,
ile ich będzie i dla każdego zwierzątka podajcie, którymi z pozostałych zwierząt z tej grupy może się żywić. Na
koniec uzasadnijcie, że dla tej grupy zwierząt liczba ich dobrych rozmieszczeń w klatkach to faktycznie 100.
• Uwaga: Zakładamy, że w sklepie zoologicznym można kupić wszelkie gatunki zwierząt i dowolne preferencje
żywieniowe są możliwe. Podawanie nazw konkretnych gatunków zwierząt nie jest wymagane. Opis grupy może
wyglądać przykładowo w następujący sposób: Piotruś kupi zwierzątka o gatunkach A,B i C. A zjada B i C, B
zjada C, C nie zjada nikogo z tej grupy.

6. Ładne wieże
Koalątko buduje wieżę z szarych i czarnych sześciennych klocków. Koalątko uważa, że wieża jest ładna, jeśli
spełnia wszystkie warunki:

(a) Składa się z ośmiu rzędów klocków, ułożonych jeden na drugim.
(b) W dolnym rzędzie jest osiem klocków, a w każdym następnym rzędzie jest o jeden klocek mniej.
(c) Pomiędzy klockami nie ma dziur.
(d) Każdy klocek z rzędów innych niż pierwszy leży dokładnie nad jednym klockiem z niższego rzędu

(tzn. ma z nim jedną całą ściankę wspólną).
(e) Każde dwa klocki, które mają wspólną ściankę, mają różne kolory.
(f) Łączna liczba szarych klocków w wieży jest równa liczbie czarnych klocków w wieży.

Ile różnych ładnych wież może zbudować koalątko? Odpowiedź oczywiście należy dokładnie uzasadnić.
Przykład: Załóżmy chwilowo, że wieże są ładne, jeśli miałyby wysokość 3, w dolnym rzędzie byłyby 3 klocki, a pozostałe
warunki pozostałyby bez zmian. Wtedy trzy pierwsze wieże na rysunku poniżej to różne ładne wieże. Czwarta wieża nie
jest ładna, bo ma więcej szarych niż czarnych klocków. Natomiast piąta wieża nie jest ładna, bo nie spełnia warunków
(c) i (d).

7. Intrygujący ciąg
Skończony ciąg liczb całkowitych nazywamy intrygującym, gdy zaczyna się jedynką, a suma każdych dwóch
sąsiednich wyrazów jest dodatnią potęgą dwójki. Na przykład intrygującym ciągiem jest: (1, 7,−3, 5, 27, 5).
Znajdźcie przykładowy najkrótszy ciąg intrygujący, zawierający 2021.

8. Board Game
Allan and Chris are playing a game that involves moving the token 1, 2 or 3 cells to the left or one cell down.
The game takes place on the board 2× 2222, shown in the picture below .

The game starts with the token in the top-right cell and the winner is the player who moves the token to
the bottom-left cell. Allan moves first. We assume that both players play perfectly. Who wins? Describe a
winning strategy (i.e. how to play to guarantee a win).

Zestawy zadań możecie zabrać do domu. 2


